Poglavlje 1

Funkcije vise varijabli

1.1 Domena

Jedno od osnovnih pitanja koje se moZe postaviti za realnu funkciju dvije var-
ijable jest pitanje domene, tj. utvrdivanje podruéja u ravnini R? na kojem je
funkcija definirana. Cesto se pritom i skicira skup svih to¢aka domene u koor-
dinatnom sustavu, jer sam eksplicitni zapis za domenu ne govori previse.
Funkcije koje ¢emo mi promatrati kompozicije su nekoliko elementarnih funkcija,
npr. korjenovanja, potenciranja, logaritamskih funkcija te trigonometrijskih i
njima inverznih arkus funkcija.

Stoga ¢emo se ukratko podsjetiti koje su domene tih funkcija. Pritom ¢emo te
funkcije promatrati kao funkcije jedne varijable. Naime, bitno je da se uoci uvjet
koji mora vrijediti na argument funkcije koju promatramo, bila ta funkcija jedne
ili viSe varijabli. RjeSavanjem svih uvjeta dolazimo do domene zadane funkcije.

(1) f(z) = v/z. Uvjet kojeg postavljamo je da je z > 0, odakle i dolazimo
do domene D(f) = [0,00 >. Uvjet pamtimo kao "podkorijenski izraz je
nenegativan".

(2) f(z) = % Jedini uvjet kojeg treba postaviti je x # 0, pa je D(f) =
R\ {0}. Opcenito, funkcije potenciranja s pozitivnim cjelobrojnim po-
tencijama f(z) = 2*, £ € N nemaju uvjeta na domenu, pa je u tom
slu¢aju domena c¢itav R, dok funkcije potenciranja s negativnim potenci-
jama f(z) = 2%, k € Z_ imaju uvjet da je z # 0 (zbog razlomka, jer npr.
z7% = X = (1)5). Dakle, svu paznju kod funkcija potenciranja cjelobro-
jnim potencijama treba usmjeriti samo na funkciju f(z) = % Uvjet kojeg
pamtimo glasi: "razlomak je razlicit od nule".



(3) f(z) = log,z. Uvjet glasi: = > 0. Medutim, moze se dogoditi da je
zadana funkcija u kojoj logaritamska baza ovisi o funkcijskoj varijabli, kao
npr. f(z) = log, #°. U tom slucaju (3to se baze ti¢e) moramo postivati
¢injenicu da je baza strogo veca od nule i razli¢ita od jedinice, pa imamo
uvjete z > 0,2 # 1. Dakle, kod logaritamske funkcije postoje dva uvjeta,
koja pamtimo kao "argument je strogo pozitivan" i "baza je strogo pozitivna
i razliclita od jedinice". Dalje, poznati je da eksponencijalna funkcija kao
inverzna funkcija logaritamske funkcije nema uvjeta na domenu, tj. da je
za f(z) = a® (uz a > 01 a # 1) domena jednaka ¢itavom R.

(4) Kod trigonometrijskih funkcija, poznato je da funkcije sinx i cosx imaju
za domenu ¢itav skup realnih brojeva, pa uvjeta na domenu nema. Medu-
tim, kod funkcija tanz i cot z moramo obratiti paZnju na definiciju ovih
funkcija, tj. na nazivnike: tanz = 222 cotx = 2% pa ¢emo zbog (2)

imati kod funkcije tan z uvjet cosx # 0, a kod cot x uvjet sinz # 0.

(5) Kod arkus funkcija poznati su uvjeti na domenu koji je odreduju. Nas ¢e u
zadacima zanimati samo funkcije arcsin z i arccosz. Za obje ove funkcije
znamo da je domena dana s D(f) = [—1,1], tj. uvjet na z glasi |z| < 1.
Dakle, uvjet na izraz koji se nalazi pod arcsin ili arccos funkcijom moZzemo
pamtiti kao "argument je po apsolutnoj vrijednosti mangi ili jednak 1".

Rijesimo nekoliko primjera, ali sada odreduju¢i domenu funkcije dvije varijable.

Primjer 1 Odredite domenu funkcije f(z,y) = m i rjesenje
predocite graficki u ravnini.
Rjesenje: Najprije zbog "unutarnjeg" korijena moramo postaviti uvjet:

(1) z+y =0,

a potom zbog "vanjskog" korijena

(2 z+1—-yxF+y>0.

Rjesavamo prvi uvjet. Imamo y > —z, §to graficki mozemo predstaviti po-
drujem ravnine omedenim odozdo pravcem s jednadzbom y = —zx (podrucje
ukljucuje i sam pravac).

Dalje, drugi uvjet se rjeSava po slu¢ajevima. Najprije napisimo /z +y < z+ 1.
Imamo

(a) ako je x + 1 < 0 (tj. < —1), nejednazba nema rjeSenja (jer je s lijeve
strane nenegativan, a s desne strane negativan broj).

(b) ako je z +1 > 0 (tj. = > —1), moZemo kvadrirati nejednadzbu, jer su
obje strane pozitivne. Dobivamo z + vy < 22 + 2z + 1, odnosno y < 22 +x + 1.
Radi se o podruéju odozgo omedenom parabolom y = 22 4+ x + 1 (a ukljucuje i
samu parabolu).

Rjesenje drugog uvjeta mozemo ukratko napisati kaoy < 22+ +1zax > —1.
Konacno rjesenje se dobiva presijecanjem podrucja dobivenih rjeSavanjem oba
uvjeta. Kako u drugom uvjetu nema rjesenja za x < —1, to "lijevo" od pravca
2 = —1 nema niti jedne tocke iz domene. Medutim, za = > —1 ("desno" od
pravca x = —1) imamo uvjet y < 22+ + 1, ali i uvjet y > —, pa je domena
skup svih todaka koje se nalaze "ispod" parabole y = 22 + z + 1, a "iznad"
pravca y = —x (uklju¢ujuéi i te dvije krivulje). Pazljivim crtanjem i ra¢unom
vidi se da se ove dvije krivulje sijeku upravo u toc¢ki s x—koordinatom jednakom



—1, pa rjeSenje izgleda kao na slici (vidi str. 3.).

1 y=x02 4+ 1

-2 =_X

Slika 1.1: Graficki prikaz domene funkcije f

Primjer 2 Odredite domenu funkcije f(z,y) = \/W—my i
rjeSenje predocite graficki u ravnini.
Rjesenje: Kaoiu prtehodnom primjeru, ovdje moZzemo postaviti dva uvjeta:
(1) (1 —22)(1 —y?) >0, vezano uz "unutarnji" korijen i
(2) /(1 —22)(1 —y?) — zy > 0, vezano uz "vanjski" korijen i
Rijesimo najprije prvi uvjet. Imamo dvije moguénosti:

(a) 1—22>0i1—19y%>0,3stodaje |z|] <1i |yl <1. RjeSenje je dano kao
{(z,y)| —1 <2 <1,-1<y <1}, sto je kvadrat stranice 2 sa srediStem
(presjecistem dijagonala) u ishodistu. Stranice su ukljucene.

(b) 1—22<0i1—y?<0,8todaje |[z| > 11 |y| > 1. RjeSenje je dano kao
{,y)r< -1 z>1,y< -1 ili y>1}.

Unija dva skupa dobivena pod (a) i (b) je rjeSenje prvog uvjeta.
Rijesimo sada drugi uvjet. Ako nejednadzbu zapisemo u obliku
(1 —22)(1 —y?) > zy, opet imamo diskusiju:

(a) Ako je zy < 0, s lijeve strane nejednadzbe imamo korijen (koji je uvijek
nenegativan), a s desne strane strogo negativan broj, pa je u ovom slucaju
nejednakost o€ito zadovoljena. No, rjeSavali smo u skupu zy < 0, $to
rijeSeno daje tocke drugog (x < 0, y > 0) i Cetvrtog kvadranta (z > 0,
y < 0). Tocke koje leze na koordinatnim osima su zbog stroge nejednakosti
iskljucene.

(b) Ako je zy > 0, obje su strane nejednadzbe nenegativne, pa mozemo kvadri-
rati nejednadzbu. Dobivamo nakon sredivanja 22 + y? < 1, pa se radi o
krugu sa sredistem u ishodistu i radijusom 1. Preciznije, u skup tocaka
koje ¢ine rjeSenje ukljucena je i sama kruznica. Kako smo ovaj slucaj
rjesavali u skupu toc¢aka koje zadovoljavaju nejednadzbu xy > 0, vrijednit
¢e to u prvom (z > 0, y > 0) i trecem (z < 0, y < 0) kvadrantu (ovog
puta ukljucivsi i tocke koje leZe na koordinatnim osima).



Kona¢no rjesenje drugog uvjeta dano je kao dio unutar jedini¢ne kruznice u
prvom i tre¢em kvadrantu, odnosno kao cijeli drugi i ¢etvrti kvadrant. Medu-
tim, to rjeSenje moramo presjedi s rjeSenjem prvog uvjeta da dobijemo kona¢no
rjeSenje. Ono je na donjoj slici oznaceno tamnosivo, uz napomenu da su sve
rubne tocke tog podrudja dio rjeSenja. Svjetlosivi dio dolazi od rjeSenja prvog
uvjeta i sluzi samo za orijentaciju.

Slika 1.2: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 3 Odredite domenu funkcije f:

1) flz.y)=vVV2e+y+a-3

2) fz,y)=vz+2—Vrty+1

3) flz,y) = y—a

4) f(z,y) = /(@2 +y2 = 4)(9 — 22 —y?)

Primjer 4 Odredite domenu funkcije f(z,y) = In ( zw—_yy - 1).

Rjesenje: Rjesavamo dva uvjeta:
(1) —“”_L >0 (zbog korijena)

(2) \/w y—1>0=> >1:>—i>1(zboglogar1tma)
(3) = #y (zbog nazwnlka).

Ocito drugi uvjet ukljucuje i prvi, pa je dovoljno rijesiti samo njega. Imamo
dvije mogucénosti:

(a) ako je x —y > 0 mnoZenjem s nazivnikom znak nejednakosti se ne mijenja,
pa imamo zy > x — vy, tj. y(:v +1) > 2. Ako je 2+ 1 > 0, dijeljenjem s
tim 1zrazom dobivamo y > 5. Ako je x + 1 < 0, dijeljenjem dobivamo
y< x+1

(b) akojex—y < 0 dobivamo zy < x — y, tj. y(x+1) <xz. Akojexz+1>0,
imamo y < 45, dok za x + 1 < 0 imamo y > _15.

Jo§ treba vidjeti §to je s opcijom z = —1. UvrStenjem u pocetnu nejednadzbu
dobivamo



vy -1-y>0=>y< -1
Pokusajte ovako 1zracunatu domenu funkcije prikazati u ravnini!

Zadatak 5 Odredite domenu funkcije f:
D flz,y)=In(l—y+ Ve —3)

(2) flz n(y/z? +y* —
®B) flz,y) =In(l -z -y —2)

Primjer 6 Odredite domenu funkcije
flz,y) = {log% |:10g1/3 (22 -2z —2y+1)+ 2} }
Rjesenje: Najprije zbog "unutarnjeg" logaritma zahtijevamo da bude
(1) 22 — 2z — 2y +1 >0, a potom da zbog "vanjskog" bude
(2) logys(z® — 22 —2y+1)+2>0.
Rijesimo najprije prvi uvjet: 0 < 22 —2r —2y+ 1=y < :c —x+ 2.

-1

Drugi uvjet sredivanjem daje
logy (2% =22 -2y +1)>-2=2"-22 -2y +1<9=>y>f2° —z— 4.
Zajedno prva dva uvjeta daju 23:2

—z -4 <y<iz?—z+ 1 (radiseo
podruCJu odozdo omedenom parabolom y = —w2 —rz—4 a odozgo parabolom
2

y= 2w -4z kOJe je ne ukljucuje niti Jednu od tih parabola).
Osim toga, pOJaVIJuJe se zbog nazivnika (potencija —1) i tre¢i uvjet

(3) logz [logl/3 (22 — 22 — 2y + 1) + 2| # 0. Imamo:

logy /3 (22 — 2z — 2y +1) +2 # 1

logy 3 (2% — 2z — 2y + 1) # —1

22 -2 —2y+1+#3

2y # 22 — 2 — 2

y# 322 —x—1

Dakle, iz rjeSenja treba iskljuciti tocke koje se nalaze na paraboliy = %zz

—x—1.

Zadatak 7 Odredite domenu funkcije f:

W ) =mi - (F52) ]

1
(2) f(l' y) log [logl (z2—2y)+2]

(3) flz,y) =In(In(y — 2*) —In(z +y?))

(4) fla,y) =In (2 +252)

Primjer 8 Odredite D(f) funkcije f(x,y) = 1/1 — log y i rjeSenje predocite
graficki.



Rjesenje: U ovom zadatku osim diskusije po argumentu logaritamske i kor-
jenske funkcije moramo uvjete postavljati i vezano uz bazu logaritamske funkcije,
jer je ona ovisna o varijabli x.

Imamo sljedece uvijete:
(1) y > 0, zbog logaritma
(2) x> 01z # 1, zbog logaritma
(3) 1—log2y > 0, zbog korijena

Uzimajuéi u obzir uvjete (1) i (2), rjesavamo treéi uvjet:
loghy <1
[log, y[ <1
—1<log,y<1

Sada moramo napraviti diskusiju po bazi:

(a) ako je 0 < z < 1, logaritamska funkcija je padajuca, pa djelovanjem in-
verzne funkcije na gornje dvije nejednadzbe mijenjamo znak nejednakosti:

7l >y >

(b) ako je z > 1, logaritamska funkcija je rastuca, pa djelovanjem inverzne
funkcije na gornje dvije nejednadzbe znak nejednakosti ostaje isti:

7l <y<a.

Zbog prvog i drugog uvjeta radimo samo u prvom kvadrantu, i to iskljucivsi
zbog stroge nejednakosti tocke koje se nalaze na koordinatnim osima, kao i bez
pravca = 1 (zbog baze). Opcije pod (a) i (b) govore da i u dijelu ravnine
omedenom pravcima x = 0 i x = 1, ali i onom omedenom slijeva pravcem
x = 1 rjeSenje predstavlja podrucje koje se nalazi izmedu pravcay =z iy = %
Rjesenje ukljucuje i ove krivulje, a graficki je predstavljeno sljede¢om slikom:

Slika 1.3: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 9 Odredite domenu funkcije f:

(1) f(z,y) = /logiz—9



(@) fla,y) = logery (@ —y 1)

(3) flz,y) = /1~ log] &4

z+y
(4) f(z,y) = /In(y +2?) —In(z —y?)
(5) flz,y) = y/logs Hoary

(6) f(z,y) = /logy (§ —1) —2

z,y) = /22— 9?2 +1In(—2? +9y? + 1)

log (zy)

(9) f(z) = y/logs (2% — 3) + logy logy log1 (—x)
(10) f(z,9) = /| 25|~ 1108 (1 = 2l — Iy)

In (zy)
(11) f( y) \/10g1 ( x2_y +4x)+10g3 (x2+y2_2x)

(12) flav) = (@2~ )} —262 + )]+ flogy (@ )?

(13) fz,y) = /=22 +1n (2 - 4)

Primjer 10 Pokazite da je domena funkcije f(z,y) = arcsin iigﬁ +v3z +2+
3y + 2 prazna.

Rjesengje: Koristimo €injenicu da je domena arcsin funkcije dana s [—1, 1],
Sto ovdje postaje jedan od uvjeta koje moramo postaviti:

(1) -1 < xiyif < 1, zbog arcsin funkcije

(2) 3z +2 >0, zbog korijena
(3) 3y +2 >0, zbog korijena.

Drugi i tre¢i uvjet je lako rijesiti, dobivamo x > —%, y > —%. Rijesimo sada
prvi uvjet:

zHy+2
-ls< x+y+1 =1
<1

1< 1+ i <

—2= x+y+1 <0

Vidimo da je ey +1 <0, 8to znaci da imamo z+y+1 <0, tj. y < —z—1. Zbog
toga pri mnoZenju s nazivnikom prva nejednadzba mijenja znak nejednakosti,
pa imamo

2@ +y+1)>1

r+y+1<-1




3

5

Dakle, konacno rjeSenje predstavlja podruéje odredeno Cetirima nejednadzbama:
y<—z—3 y<—-az-1,z> -2 y>—2. Iztrece nejednazdbe imamo —z < 2,
Sto uvrStanjem u prvu daje

y < %—% = —% < —%, Sto je u suprotnosti sa zadnjom nejednadzbom. Odavdje
slijedi tvrdnja: D(f) = 0.

Do istog zakljucka mozete doéi ako skicirate presjeke poluravnina koje pred-
stavljaju rjeSenja gornjih nejednadzbi.

y< —x—

Primjer 11 Odredite domenu funkcije f(z,y) = In[r? — 4 arccos? 2.

Rjesenje: Postavljamo uvjete:

(1) 7 — 4arccos® ¥ > 0, zbog logaritamske funkcije

(2) —1 <2 <1, zbog arccos funkcije.

z
Y
RjeSavamo prvi uvjet:

72 — 4arccos® £ > 0

—4arccos® £ > —7?

2 2

arccos” ¥ < (3)

|arccos £| < 5

s x s

D) < arccosg < 9
S obzirom na to da je skup vrijednosti arccos funkcije dan s 0 < arccos% <m,
to je nejednakost —% < arccos% uvijek zadovoljena. Medutim, moramo uzeti u
obzir uvjet 0 < arccos %, pa sada imamo

0 < arccos % < %, 8to invertiranjem daje

x s

cos(0 > v > cos 5

1>2>0.
Vidimo sada da je ovaj sustav nejednadzbi "ja¢i" od onog danom uvjetom (2),
kojeg stoga necemo niti rjesavati. Rjesavamo dakle do kraja uvjet (1), tj. nje-
gove dvije nejednadzbe:

(a) 0< +: radi se o totkama prvog (x >01iy > 0)1itreceg kvadranta (z < 01
y < 0), iskljucivsi tocke koje se nalaze na koordinatnim osima (zbog stroge
nejednakosti).

(b) % < 1: ako je y < 0 imamo x > y, a za y > 0 je z < y. Dakle, ako se
radi o treéem kvadrantu, rjeSenje predstavljaju tocke koje zadovoljavaju
nejednadzbu y < z, a ako se radi o prvom kvadrantu, rjeSenje su sve tocke
koje zadovoljavaju nejednadzbu y > x.

Konacno rjeSenje mozemo zapisati ovako:
D(f) ={(z,y)|lz <0,y <0,y <z} U{(z,y)lz >0,y >0,y > x}.

Zadatak 12 Odredite domenu funkcije f:

z—2

(1) f(@,y) =logy(108a, 9, (x? + 1 —7) — 1) - arccos %3



. r— 2
(2) f(z,y) = arcsin [1 — (Jery) ]
x 2_
(3) f(z,y) =In [log% (x4+y)+ logz (z + y) — 6} + arcsin %

4) flz,y) =In (%) + y/arccos —E”;fy

1.2 Parcijalne derivacije

1.2.1 Parcijalne derivacije prvog reda

Definicija 1.2.1 Neka je f(x,y) funkcija dvije varijable. Ako y drzimo kon-
stantnim (npr. y = yo), a x varijabilnim, onda moZemo promatrati f(x,yo) kao
funkciju varijable x. Ako je ta funkcija diferencijabilna v x = xg, onda vri-
jednost derivacije te funkcije oznacavamo s fi(xo,yo) @ zovemo je parcijalna
derivacija funkcije f po varijabli x w tocki (zo,yo). Ponekad se pise i
% | o) f (@,9) ili L f (0, 90)-

Analogno definiramo i parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli y
u tocks (x0,y0), u oznaci fy(xo,Yo), %5|(xmy(,)f(x,y) ili %f(xg,yo).

Ako parcijalna derivacija funkcije f po varijabli x postoji za sve fiksne y = yo
u svim tockama x = my (zo i yo su takvi da je (xo,yo) iz domene funkcije
f), onda funkciju f — fr danu s (xo,y0) — fz(xo,yga) zovemo parcijalna
derivacija funkcije f po varijabli x, u oznaci f, ili 55.

Analogno definiramo i parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli y,
u oznact fy ili g—i.

Ove derivacije zovemo jednim imenom parcijalne derivacije prvog reda
funkcije f ili skra¢eno prve parcijalne derivacije funkcije f.

Primjer 1 Izracunajte f, i f, funkcije f(z,y) = 2° — y + 22392, te nadite
fo(1,4) 1 f,(1,-1).

Rjesenje:
Da bismo nasli parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli x, promatramo
gornju funkciju kao funkciju varijable x, dok varijablu y shva¢amo kao kon-
stantu. Imamo

fo(z,y) = 3a% + 6x2y2
fy(x,y) = =1+ 423y.
Da bismo izra¢unali vrijednost parcijalne derivacije po z ili po y u tocki (1, —1),
potrebno je samo uvrstiti ove vrijednosti u izraz za f, i fy, redom. Imamo
f2(1,4)=3-124+6-12-42 =99
fy(1,-1)=—-1+44-13. (1) = 5.
Pavilo za derivaciju kompozicije funkcija vrijedi i ovdje, kao §to se moze vidjeti
u sljedeéem primjeru:

Primjer 2 Izracunajte f, i f, funkcije f(z,y) = arctan £.
Rjesenje: Racunamo:



_ 1 Yy o 1 —y_ xT —y_ -y
Ly = tmap F) " vm 2 " arg 2 2ep

B Y 1 1 x? 1 =z
f(.TL' y) - 1+( ) fy(x) z2—i;3!2 3:_3:2—0—y2 m_z2+y2'

(1) flz,y) =52°y* -9
(2) fla,y) ="
(3) f(z,y) = arcsinzy
(4) f(z,y) = a*sinay?
(5) f(z,y) =sine*¥
6) f(z,y)=1-22 =2
(7) flz,y)=23Inl+zys
(8) f(z,y) = /325y — Tady
9) flz,y) = 72

(10) f(z,y) =y Ftan~! Z.

Zadatak 4 Izraunajte vrijednosti f, i f, funkcije f(z,y) u danim tockama:
(1) flz,y)
(2) f(z,y) =2 u (1,1)
(3) flz,y) = vVa? +4y* u (1,2)
4) f(z,y) =

=9—-22-7y%u (3,1)

z,y) =z coszy u (3,7).

1.2.2 Parcijalne derivacije drugog reda

S obzirom da su parcijalne derivacije po x i po y (ako postoje) i same funkcije,
mozemo (uz neka ograni¢enja koja nas ovdje neée zanimati) izra¢unavati njihove
parcijalne derivacije, bilo po z bilo po y:
.. o . 0. B2F
(1) parcijalnu derivaciju po = funkcije f, — oznaka f,, ili 3-5

(2) parcijalnu derivaciju po y funkcije f, — oznaka fy, ili 38728%

(3) parcijalnu derivaciju po z funkcije f, — oznaka fy, ili %ny
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(4) parcijalnu derivaciju po y funkcije f, — oznaka f,, ili gZTJ;.

Ove derivacije zovemo jednim imenom parcijalne derivacije drugog reda
funkcije f ili skra¢eno druge parcijalne derivacije funkcije f.

Napomena:

Naravno, moguce je ra¢unati parcijalne derivacije drugih parcijalnih derivacija
(tzv. parcijalne derivacije tre¢eg reda), pa i nastaviti ovaj postupak na racunanje
parcijalnih derivacija jo§ visih redova. Medutim, nas to ovdje neée zanimati.

Primjer 1 Izraunajte parcijalne derivacije drugog reda funkcije f(z,y) =
223 + oty

Rjesenje:
Najprije treba izrac¢unati parcijalne derivacije prvog reda:

fac(x’ y) = 2.’L‘y3 + 4x3y

fylz,y) = 322y + 4.

Sada moZemo izraCunati sve Cetiri parcijalne derivacije:

foa(,y) = 2y° + 1227y

fay (2, y) = 62y + 423

fyz(z,y) = 62y + 423

fyy(2,y) = 627y.
Napomena:
Primijetite da je u prethodnom primjeru fqy(z,y) = fyz(z,y), 5to je upravo
tvrdnja Schwarzovog teorema. Naime, za dovoljno "lijepe" funkcije imat ¢emo
uvijek jednakost izmedu "mijeSanih" parcijalnih derivacija, pa ¢e u praksi biti
dovoljno izrac¢unati samo tri od Cetiri mogucée parcijalne derivacije drugog reda.

Zadatak 2 Ponovite zadatke 3 i 4, ali sada racunajuéi sve parcijalne derivacije
drugog reda. Uvjerite se u ispravnost tvrdnje Schwarzovog teorema na ovim
primjerimal

1.2.3 Parcijalne derivacije implicitno zadanih funkcija

Cesto u praksi nailazimo na funkcije kod kojih nije moguce eksplicitno izraziti
funkcijsko pravilo u terminima obiju varijabli. Npr. kod funkcije f(x,y) zadane
implicitno s 22+ f (2, y) sin(zy f(x,y)) = 0 nije moguée eksplicitno izraziti f(z,y)
kao funkciju u varijablama x i y. U takvim izrazima ¢esto oznactavamo z :=
f(x,y) pa gornji izraz poprima oblik 2% + zsin(zyz) = 0. Sada formalno ovaj
izraz shva¢amo kao funkciju F(z,y, z) tri varijable z,y i z, iako je jasno da je z
ovdje zapravo funkcija u varijablama x i y.
Nas ¢e prije svega zanimati kako u takvim izrazima nadi parcijalne derivacije
prvog reda i potom izracunati vrijednosti tih derivacija u zadanoj tocki. U
nasim oznakama to znaci da Zelimo pronadi z, i z,.
Pri ra¢unanju parcijalnih derivacija vrijedi sljedece pravilo:

F, F,

Zy = ——.
y
F,

Primjer 1 IzraCunajte prve parcijalne derivacije funkcije z = f(z,y) zadane
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implicitno s 222 + 22 + 2z + 4% +4 = 0.
Rjesenje: U nafem slucaju je F(z,y,2) = 22° + 2% + 2z + 3% + 4, pa je
Fy(z,y,2) =22 +22+2
Fy(z,y,2) =2y
F.(x,y,z) = 2zxz.
Sada je prema gornjoj formuli
fm(ma y) = 42042

2xz
2
fy(xay) = _Tm% = _5%'

Zadatak 2 IzraCunajte prve parcijalne derivacije funkcije z = f(z,y) zadane
implicitno s:

(1) (22 +y*+2%)2 =1

(2) n(222 +y—2%) ==

(3) 2%+ zsinzyz =0

(4) e*¥sinhz — 2%z +1 = 0.

Primjer 3 Izracunajte z,,(0,0) ako je z = ﬁ;z%
Rjesenje: lako na prvi pogled tako ne izgleda, z = f(z,y) je implicitno
zadana kao funkcija u varijablama z i y. Sredivanjem dobivamo:
Zx+yz+2)=z+y
2y +2z—2—y=0.
Dakle, F(xz,y,2) := zx + y2% + 2z — x — y, pa imamo
Fp(z,y,2)=2—1
F,(z,y,2) =x+2yz + 2.
Stoga je z, = —z+12521+2.
Sada treba na¢i drugu derivaciju z,,. Da bismo je izracunali, trebat ¢e nam i
2y

Fy(‘rvyvz) = 22 - 17 pa je

I
z+2yz+2°

Nama ¢e trebati z,(0,0). Ako je x = y = 0, onda uvr§tavanjem u pocetni izraz
za z = f(z,y) imamo z = 0, pa je 2,(0,0) = 3.

Zy =

Sada racunamo z,,(1,1), 8to je parcijalna derivacija po varijabli y funkcije z,.
No, kako z, nije eksplicitno izrazena kao funkcija po x i y, veé se s desne strane
izraza za z, pojavljuje i sam z, morat ¢emo pazljivo derivirati, shva¢ajuéi z kao
funkciju u varijabli y (jer parcijalno deriviramo po y). To znaci da ¢e se u izrazu
za Zyy pojaviti z,, kojeg smo gore veé izracunali u tocki (0,0). Imamo:

_ zy(x4+2y242)— (2~ 1)(22+2yz,,)

Zyx = (z+2yz+2)2
Za totku (0,0) (tj. x =0,y =0, 2 =0, Zy(o 0) = %) e
2y2(0,0) = _ 3220 ( D s i 224(0,0) = 4

Zadatak 4 IzraCunajte druge parcijalne derivacije funkcije z = z(z,y) u tocki
T(1,0) zadane implicitno s 2% — 2z + 22 —42+1=0, 2 > 0.
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Zadatak 5 Neka su funkcije u = u(z,y),v = v(z,y) zadane implicitno s z =
ucosv, y = usinv. Izratunajte u;(1,1), vy(1,1).

Zadatak 6 Izracunajte us(1, %), vz(1,7) za nenegativne funkcije u = u(z,y),
v = v(z,y) zadane implicitno s z = u? + v?, y = arctan 2.

1.3 Tangencijalna ravnina

Proucavamo sljedeé¢i problem: za plohu danu jednadZbom (implicitnom ili ek-
splicitnom) treba naéi tangencijalnu ravninu koja prolazi danom to¢kom (na
samoj plohi ili se nalazi izvan nje).

Formula koju ovdje koristimo glasi: neka je Tp(xq,yo,20) neka tocka na plohi
zadanoj eksplicitno jednadzbom z = f(x,y). Ako postoje fz(zo,v0) 1 fy(zo, o)
(i vrijede jo$ neki uvjeti koji nas ovdje nece zanimati), onda ploha u toc¢ki Ty
ima tangencijalnu ravninu i njena jednadzba glasi

Jz(20,%0)(x — 20) + fy(z0,%0) (¥ — ¥0) — (2 — 20) = 0.

Primjer 7 Izracunajte tangencijalnu ravninu plohe z = z?y u tocki (2, 1,4).
Rjesenje: Najprije provjeravamo da se totka (2,1,4) doista nalazi naplohi
z = x%y: 4 = 22.1. Potom ra¢unamo vrijednosti prvih derivacija u tocki (2, 1,4):
ze(z,y) = 22y = 2,(2,1) =4
zy(m,y) = 2% = 2,(2,1) = 4.
Jednadzba ravnine dobiva se uvr§tavanjem u gornju formulu:
4z —-2)+4y—1)—(2—4)=0=>4x + 4y — 2= 8.
Napomena: Moze se dogoditi da je potrebno naci tangencijalnu ravninu na
plohu koja nije zadana eksplicitno. Za implicitno zadanu plohu F(z,y,z) = 0
koristimo sljede¢u formulu za tangencijalnu ravninu u tocki (zg, yo, f(zo0,%0) =
20) na plohi:

Fy (20,0, 20)(x — x0) + Fy(x0,Y0, 20) (¥ — v0) + F= (20, Y0, 20) (2 — 20) = 0.

Primijetite da je formula za tangencijalnu ravninu na plohu zadanu eksplicitno
dobivena iz ove formule ako se uzme da je u eksplicitnom sluc¢aju funkcija F
dana s F(z,y,z) = f(x,y) — 2.

Primjer 8 Odredite tangencijalnu ravninu plohe P . ..x2% + 2%y = 6 povucene
u tocki M(xz > 0,2,1).

Rjesenje: IzraGunajmo najprije koordinatu tocke z. Kako se tocka M nalazi
na plohi, njene koordinate moraju zadovoljavati jednadzbu plohe. Uvr§tavanjem
i koristenjem ¢injenice x > 0 imamo

r+222 =6=>2=3.

Racunamo dalje prve derivacije funkcije F(z,y, ) := 222+ 2%y — 6, uvrstavajudi
potom koordinate tocke M (3,2,1):

Fy(z,y,2) = 2% + 22y = Fz(%,Q, 1)=7

Fy(xvyvz) :$2 = Fy(%val) = %

F.(z,y,2) =2xz = Fz(%,Q, 1)=3
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Jednadzba ravnine glasi:
T —2)+2(y—2)+3(z—1) = 0= 28z + 9y + 122 = 72.

Primjer 9 Na plohi 22 +y2 — 22 — 22 = 8 nadite tocke u kojima je tangencijalna
ravnina paralelna s koordinatnom ravninom y = 0.

Rjesenge:
Tangencijalna ravnina na zadanu plohu ¢e u nekoj tocki (zg, yo, 29) biti paralelna
na ravninu y = 0 ako su vektori normala tih ravnina kolinearni.
Nadimo najprije opé¢i oblik tangencijalne ravnine na plohu x4 y? — 22 — 2z = 8
za proizvoljnu to¢ku plohe (g, yo, z0). S obzirom da je ploha zadana implicitno,
definiramo F(z,y, 2) := 22 + y? — 2% — 2z — 8 i ra¢unamo

Fy(z,y,2z) =2z — 2 = F,(x0,Y0,20) = 220 — 2

Fy(z7y7 z) =2y = Fy($0, Y05 20) = 2Yo

F,(z,y,2) = —2z = F.(x0,%0,20) = —220.
Stoga jednadzba tangencijalne ravnine glasi

(220 — 2)(z — 20) + 2y0(y — Yo) — 220(2 —20) =0 /: 2

(zo — 1)z + Yoy — 202 — (2§ + Y3 — 25 — 20) = o.
Kako je (o, Yo, 20) na plohi, ta tocka zadovoljava jednadzbu plohe, tj. vrijedi
23 + Y3 — 23 — 229 = 8, pa sredeni oblik jednadzbe tangencijalne ravnine glasi

(xo — ) 4 yoy — 202 = 8 + x¢ (*)
Zadano je da ova ravnina mora biti paralelna ravnini y = 0, pa imamo kolin-
earnost medu vektorima normala: ””’(]Ll =% = =% Odavdje izlazi zg = 1,
2o = 0, $to uvritanjem u jednadzbu plohe daje y3 = 9. Imamo dva rjeSenja:

(1) yo = 3. Zajedno s zp = 1, zp = 0 imamo tocku (1,3,0). Uvrstanjem u (*)
dobivamo da je jednadzba tangencijalne ravnine 3y = 9, tj. y = 3.

(2) yo = —3. Zajedno s xg = 1, zg = 0 imamo tocku (1, —3,0). Uvr§tanjem u
() dobivamo da je jednadzba tangencijalne ravnine 3y = —9, tj. y = —3.

Zakljucak je da se u dvije tocke na plohi postize uvjet paralelnosti tangencijalne
ravnine s y = 0. To su tocke (1,3,0) i (1,—3,0), a tangencijalne ravnine su
y=31iy= —3, redom.

Zadatak 10 Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine na plohuP...z—zy =0

.. . S
koja je okomita na pravac § = 455 = 22,

Zadatak 11 Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine plohe z2 +2y% +322 = 1
paralelne sa 2x +y + 3z = 1.

Zadatak 12 Odredite ravninu tangencijalnu na elipsoid x2 +2y% + 22 = 1 koja
je usporedna ravnini zadanoj jednadzbom x —y + 2z — In2 = 0.

Zadatak 13 Sfera ¥ zadana je jednadzbom z2 + y? + 22 — 1 = 0. Odredite
jednadzbu tangencijalne ravnine na ¥ koja sadrzi tocke T7(1,3,1), T»(2,1,1).
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1.4 Racun priblizne vrijednosti

Sli¢no kao kod funkcija jedne varijable, moZemo pojam diferencijala posredno
koristiti u svrhe racuna priblizne vrijednosti.

Koristimo sljede¢u formulu linearne aproksimacije za pribliznu vrijednost funkcije
futocki (zo + Az, yo + Ay):

f(wo + Az, yo + Ay) = f(x0,%0) + fa(wo,y0) - Az + fy(xo,%0) - Ay.

Napomena:

Ova se formula najcescée koristi za izrac¢unavanje vrijednosti funkcije f u tockama
koje se nalaze dovoljno blizu tockama ¢iju je funkcijsku vrijednost lako izracu-
nati. Dakle, u pravilu su Az i Ay "dovoljno" mali da stvarna vrijednost funkcije
u tocki odgovara aproksimativnoj vrijednosti danoj gornjom formulom.

Primjer 14 Izracunajte priblizno v/5.7 + v/15.8.

Rjesenje: Kaoiobi¢no uzadacima s ra¢unom priblizne vrijednosti, potrebno
je formirati funkciju koja opisuje gornji izraz. Ovdje ¢e to o€ito biti funkcija
f(z,y) dviju varijabli dana s f(z,y) = {/z + y. Tocka s kojom radimo je
(5.7,15.8), pa je zg + Ax = 5.7, yo + Ay = 15.8. Odavdje izlazi da je na-

jprikladnije uzeti (biramo najblize "lijepe" vrijednosti) xg = 6, Az = —0.3 te
Yo = 16, Ay = —0.2. Racunamo sve sumande koji su potrebni za desnu stranu
formule:

f(zo,y0) = f(6,16) = V6 + V16 = /6 +2 =2

fo(z,y) = 2@ +yi)" 5 = £,(6,16) =1 -873 =L

1\ 2 _3 _3

fo@y) =3@+yt) 8 Ly 1= f6,16)=%-1.1671 =L . 1.1 =L

Sada je

\/5.7+ V158 = f(5.7,15.8) ~
_1.3 11 3
12 10 384 5 1920°

Zadatak 15 Koristec¢i formulu za linearnu aproksimaciju izrac¢unajte priblizno
vrijednost izraza:

(1) V5.8+ v1—3.12
(2) v/6.141/3.98

(3) 1.052
V/7.9-¥1.058

Zadatak 16 Odredite priblizno z(0.2,0.9) ako je z = z(x,y) zadana implicitno
sxyz+ a2 +y° +22-28=0.

Primjer 17 Izracunajte priblizno polumjer opisane kruznice pravokutnika stran-
icaa=26.2,b="178.
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Rjesenje: Lako se vidi da za promjer 2r kruznice opisane pravokutniku
vrijedi (2r)? = a® + b2, pa je r = 3va? +b2. Stoga definiramo r = r(a,b) =
1Va? + b2 da bude funkcijska ovisnost polumjera kruznice opisane pravokutniku
stranica a i b. U naSem slu¢aju treba izracunati r(6.2, 7.8), pa definiramo ay = 6,
Aa = 0.2, by = 8, Ab = —0.2. Ra¢unamo:

r(6,8) =162 +82 =5

ra(a,b) = %(aQ +b2)_% 20 = \/a_g-i-bQ = 714(6,8) = 1% = %
rb(aab) = ... = \/azbw :>7"b(6,8) = % = %
Sada je

7(6.2,7.8) ~ 1(6,8) +74(6,8) - (0.2) +74(6,8)-(—0.2) =5+ 2.1 4.1 _ 124

Zadatak 18 Izracunajte priblizno polumjer kruznice sa srediStem u ishodistu
koja prolazi to¢kom T°(6.9,24.2).

Zadatak 19 Izracunajte priblizno promjenu oplosja uspravne kvadratne prizme
povrsine plasta P = 48 i obujma V' = 36, ako se stranica poveca za 0.02, a visina
smanji za 0.03.

Zadatak 20 Zatvoreni sanduk kojemu su vanjske dimenzije 10 cm, 8 cm i 6 cm
napravljen je iz §perploca debljine 2 mm. Odredite priblizno koli¢inu materijala
utroSenog za izradu sanduka.

Zadatak 21 Izracunajte priblizno 1.002 - 2.0032 - 3.004% (koristi se formula
analogna gornjoj, ali za funkciju triju varijabli).

1.5 Lokalni ekstremi

Definicija 1.5.1 Za funkciju f dviju varijabli kaZemo da ima lokalni maksi-
mum u tocki (zo,yo) ako postoji okolina te tocke takva da za sve (x,y) iz te
okoline vrijedi f(xo,y0) > f(x,y). KaZemo da f ima u tocki (xo,yo) globalni
maksimum ako je f(xo,y0) > f(z,y) za sve tocke (x,y) iz domene funkcije f.

Za funkciju f dviju varijabli kaZemo da ima lokalni minimum u tocki
(z0,y0) ako postoji okolina te tocke takva da za sve (x,y) iz te okoline vrijedi
f(zo,y0) < f(z,y). KaZemo da f ima u tocki (zo,yo) globalni minimum ako
je f(zo,y0) < f(x,y) za sve tocke (x,y) iz domene funkcije f.

Lokalne minimume i maksimume funkcije f zovemo lokalni ekstremsi funkcije

f, dok globalni minimum i maksimum funkcije f zovemo globalni ekstremsi
funkcije f.

Ispitivanje lokalnih i globalnih ekstrema zadane funkcije jedan je od osnovnih
zadataka u matematickoj analizi. Kod funkcija dviju varijabli taj je postupak
nesto slozeniji nego kod funkcija jedne varijable i moZe se podijeliti u dva dijela.
Najprije ¢emo se baviti tzv. nuZnim uvjetom za postojanje lokalnog ekstrema:
ako funkcija f ima lokalni ekstrem u toc¢ki (xg,yo) i ako parcijalne derivacije
prvog reda u toj tocki postoje, onda mora vrijediti f;(xo,yo) = fy(z0,%0) = 0.

Napomena:

Nuzni uvjet za postojanje lokalnog ekstrema u praksi ¢emo ¢itati "unatraske":
da bismo nasli sve tocke u kojima se s obzirom na gornji kriterij uopée moze
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postici lokalni ekstrem, moramo rijesiti sustav jednadzbi fy(z,y) = f,(z,y) = 0.
Tocke koje zadovoljavaju ovaj sustav shva¢amo kao kandidate medu kojima ¢emo
potom traziti lokalne ekstreme.

Nakon $to pronademo sve toc¢ke-kandidate, prelazimo na utvrdivanje koje od
navedenih tocaka predstavljaju lokalni minimum ili maksimum. Da bismo to
utvrdili, potrebno je izra¢unati vrijednosti drugih parcijalnih derivacija u to¢kama-
kandidatima. Za svaku pojedinu tocku (xg,yo), kandidata za lokalni ekstrem,
oznacimo:

A= fxw(mﬂvyO)a B := fzy(IanO) = fy;c(mﬂvyO)a C:= fyy(manO)-
Dalje, ozna¢imo A := AC — B?
Vrijedi sljedece pravilo:
Ako za tocku (zo, o) kandidata za lokalni ekstrem (tocka zadovoljava nuzan
uvjet) vrijedi:

(1) A >0, onda se u (zg,yo) postize lokalni ekstrem i to:

(a) lokalni maksimum ako je A <0

(b) lokalni minimum ako je A > 0
(2) A <0, onda f ne postize ekstrem u (o, yo)

(3) A =0, onda ne mozemo izvuéi nikakav zakljutak o tome ima li f u toc¢ki
(z0,yo) lokalni ekstrem ili ne.

Napomena:

Slucaj (2) govori nesto vise od same Cinjenice da u ispitivanoj tocki funkcija
ne postize lokalni ekstrem. Naime, ako vrijedi A < 0 u nekoj tocki-kandidatu
za lokalni ekstrem (xg,vo), onda u toj to¢ki funkcija f ima tzv. sedlo, $to je
ekvivalent pojmu stacionarne toc¢ke kod funkcije jedne varijable. Naziv "sedlo"

u ovom sluc¢aju dobro docarava izgled plohe funkcije f u okolini toc¢ke sedla.
Dalje, komentirajmo ukratko porijeklo veli¢ine A. Vrijednosti parcijalnih derivacija
u tocki (z9,yo) mogu se organizirati u sljede¢u matricu:

| fex(z0,%0)  fyz(z0sy0) \ _( A B
= ( fry(20,0) ny(ﬂfo,yo) > B ( B C )’

A B
B C
koju zovemo Hesseova matrica. Primijetimo da je foy(%0,%0) = fyz(Zo,Y0)
prema Schwarzovom teoremu, pa stoga na sporednoj dijagonali u Hesseovoj
matrici imamo jednake vrijednosti koje u A &ine faktor B2.

pa vidimo da je A = det ( ) , dakle upravo determinanta gornje matrice

Primjer 22 Ispitajte lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 4zy — 2* — y*.
Rjesenje: Najprije nalazimo prve parcijalne derivacije i rjeSavamo sustav
fac(xvy) = fy(xvy) =0:
fac(xﬂ Z/) =4y — 40 =0
fy(@,y) =4z — 4y° = 0.
Imamo y = 22, x = y3. Uvrstanjem y = 2 u drugu jednadzbu dobivao x = 2?,
Sto faktoriziranjem postaje
2(2®—1)=0
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z(xt - D) (2* +1)=0

z(z? - 1)(z* + 1)(z*+1) =0

z(z—1)(z+ 1)@+ 1)(@*+1)=0
Zadnja dva faktora ne mogu biti jednaka nuli za realan z, pa nam ostaju tri
rjeSenja: £ = 0, 20 = 1, x3 = —1. Iz y = 23 dobivamo y; = 0, yo = 1, y3 = —1,
pa ukupno imamo tri tocke kandidata za ekstrem: (0,0), (1,1) i (-1, —1).
Za svaku od ovih tocaka provodimo proceduru utvrdivanja koja od njih pred-
stavlja lokalni ekstrem. Da bismo to izra¢unali, nadimo najprije druge parcijalne
derivacije funkcije f:

fxw(x7y) = —122?

fxy(x7y) = fyz(*r’y) =4

Fyy(@,y) = —129°.
Uvrstavanjem vrijednosti z i y koordinata u ove izraze dobivat ¢éemo za pojedine
tocke-kandidate vrijednosti za A, B i C, redom.

Rac¢unamo:

(a) totka (0,0): A = f35(0,0) =0, B = f4y(0,0) =4, C' = f,4(0,0) = 0, pa
je A = AC — B2 = —16 < 0. Dakle, radi se o sedlastoj tocki.

(b) tocka (l’l): A= facac(Ll) =-12, B = facy(lvl) =4,C = fyy(l,l) =
—12, pa je A = AC — B? = 128 > 0. Dakle, u (1,1) postize se lokalni
ekstrem, i to maksimum, jer je A = —12 < 0. Vrijednost lokalnog maksi-
muma u tocki (1,1) iznosi f(1,1) = 2.

(c) totka (—1,—1): A = fou(—1,—1) = =12, B = fo,(~1,-1) = 4, C =
fyy(—1,—1) = —12, pa je opet A = 128 > 0 i radi se o tocki lokalnog
maksimuma jer je A = —12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u tocki
(—1,—1) opet iznosi f(—1,—1) = 2.

Zadatak 23 Odredite lokalne ekstreme funkcije:

(1) f(z,y) = 32> — 22y +y* — 8y
2) f(z,y) =2° - 3zy — ¢

(3) f(z,y)=v>+ay+3y+2zr+3
(4) f(z,y) =ay—2°—y°

() flzy) =2 +v°+

(6) f(z,y) =2 +y* 3z -3y
() flz,y) =2 +y—e¥

8) flz,y) = zeY

(9) flz,y) =esiny

(10) f(z,y) =ysinz

(11) f(z,y) =yva —y*> —z + 6y
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Primjer 24 Odredite lokalne ekstreme funkcije z = z(z,y) zadane implicitno
sz 4+ 22 +x2+22-3=0.
Rjesenje: Definiramo F(z,vy, 2) := 22 + 2y? + 2z + 2% — 3 i ra¢unamo:
Fy(z,y,2) =2x+z

Fy(%% Z) = 4y

F.(z,y,z) =x+ 2z.
Stoga je zx(z,y) = —222, a z,(x,y) = —wf’%. Da bismo nasli kandidate
za lokalne ekstreme, moramo rijesiti sustav z,(z,y) = zy(z,y) = 0, tj. 2z +
z = 0 = 4y. Dobivamo y = 0 i z = —2z, Sto uvrStanjem u jednadzbu plohe

22+ 22 +xz+22—-3=0dajex® =1,tj. 1 =1ili 2o = —1, paje 21 = —2,
zo = 2. Imamo dvije tocke koje su kandidati za ekstrem: (1,0) i (—1,0).
Izrac¢unajmo sada druge parcijalne derivacije:

Zoz(T,y) = — (2+z;z=)(w+2(i);2(3;c2+z)(1+22;,.)

Zym(l'vy) = _Zy(z""Za;éZﬂ)U;—z)'Zzy _ Zmy(l',y)
4. 22)—4y-2z,

2yy(T,y) = —%

Sada ra¢unamo za svaku od dvije to¢ke-kandidata radi li se o lokalnom ekstremu.
Pritom ¢emo koristiti ¢injenicu da je z5(1,0) = 24(1,0) = 01 2;(—1,0) =
2y(—1,0) = 0 (tocke-kandidati zadovoljavaju nuzan uvjet za ekstrem):

(a) totka (1,0) (z = —2): A = z,,.(1,0) = B = 2z,4(1,0) = 0, C =
2yy(1,0) = 3, paje A=AC—B?*= 2.3 =2 > 0iutocki (1,0) funkcija
z(z,y) postize lokalni ekstrem. Kako je A = £ > 0, radi se lokalnom
minimumu koji iznosi z = —2.

2
b
%
9

wiro

(b) totka (—1,0,2) (2 = 2): A = 2,5(—1,0) = =3, B = 2;4(—1,0) = 0,
C = 2zyy(—1,0) = —%, paje A = AC — B? = % > 01iu tocki (—1,0)
funkcija z(z, y) postize lokalni ekstrem. S obzirom da je A = —3 < 0, radi
se o lokalnom maksimumu koji iznosi z = 2.

Zadatak 25 Odredite lokalne ekstreme funkcije z = z(x,y) zadane implicitno:
(1) 2?2 +22+y*+22—2=0
(2) 22+’ +22-22—-2-1=0
(3) 23 —3z(z? +y?) —27=0
(4) 222+ 22+ 22+ +4=0
(5) zyz+ 23 +y>+22-28=0
(6) 22 +2z+2°+22—y? +1=0
(7) 22 +axz+a2?+y? +2y—2=0.

Cesto se pojavljuju problemski zadaci u kojima je potrebno najprije konstruirati
funkciju dviju varijabli, a potom izra¢unati ekstreme.

Primjer 26 Od svih kvadara obujma 27 nadite onaj koji ima najmanje oplosje.
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Rjesenje: Oplosje kvadra je opcéenito funkcija triju varijabli: ako s a, b1i ¢
ozna¢imo duljine stranica kvadra, onda je oplogje O = 2(ab + ac + bc), dok je
volumen V = abc i iznosi 27. Sada iz abc = 27 imamo ¢ = %, §to uvrStavanjem
u izraz za oplo§je daje

O =2(ab+ (a+b)c) =2(ab+ (a+b) - 2L) = 2(ab+ 2L + 27
Definirajmo funkciju f(a,b) := ab+ 22 + 2L O¢ito ¢e tocke lokalnih minimuma
ove funkcije davati i najmanje vrijednosti oplogja, jer je O(a, b) = 2f(a,b). Stoga
najprije nalazimo kandidate za ekstrem rjesavajuéi sustav f,(a,b) = 0 = fy(a, b).
Imamo

fa(a,b) = b— 2L =0 = a®b = 27 i zbog simetri¢nosti funkcije ab? = 27.
Dijeljenjem ove dviju jednadzbi dobivamo % =1, tj. a = b, pa uvrStavanjem u
prvu jednadzbu imamo a®> =27 =>a=3=b=3 = c= % = 3. S obzirom da

je (3, 3) jedina tocka kandidat za lokalni ekstrem, ocito je da je rjeSenje zadatka
kvadar sa sve tri stranice duljine 3, dakle kocka. Minimalni obujam iznosi 54.

Uvjerite se da se za tocku (3,3) doista radi o lokalnom minimumu funkcije f!

Zadatak 27 Medu svim kvadrima oploSja 2 odredite onaj koji ima najveci
obujam.

Zadatak 28 Na plohi 22 — y? — 22 = 0 nadite tocku najblizu tocki T(0,1,4).

Zadatak 29 Na elipsoidu 2% + y? 4 422 = 16 odredite to¢ku najblizu ravnini
T+ y+ 2z =12

Zadatak 30 U ravnini nadite tocku sa svojstvom da je zbroj kvadrata udal-
jenosti od pravaca x = 0, y = 0, z — y + 1 = 0 najmanji.

Zadatak 31 Kroz to¢ku T'(3,2,1) polozite ravninu koja s koordinatnim ravni-
nama zatvara piramidu najmanjeg obujma.

Zadatak 32 U polukuglu radijusa R upisite paralelepiped maksimalnog obujma
kojem jedna strana lezi u bazi polukugle.

Zadatak 33 U dio kugle 22 + y? + 22 < 16 koji se nalazi u prvom oktantu,
upisite kvadar maksimalnog obujma tako da mu tri strane leze u koordinatnim
ravninama.

Zadatak 34 U tetraedar odreden tockama 0(0,0,0), A(1,0,0), B(0,2,0),
C(0,0,3) upisite kvadar maksimalnog obujma tako da mu jedan brid lezi na
zZ—o0sl.

20



